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Meetkundige methoden 1in analyse en getallenleer

1. Meetkunde van de getallen.
Hoofdstelling (Minkowski). Z1j F een convex gebied met oppervlakte
>4 en symmetrisch t.o.v. de oorsprong. Dan bevat F behalve de oor-

sprong nog minstens één ander punt (m,n) met gehele cobrdinaten
(z.g. roosterpunt).

Bewljs: Hardy and Wright, Introduction to the theory of numbers,
rag.31 e.v.

Wij geven hiervan slechts één enkele toepassing om dit gebiled van

«éuo

onderzoek te karakteriseren.

Y

© ziJ vastgekozen irra-

%Q“¢ tionaal getal. Zij
M= V.

Neem ¢ > 0.

Beschouw de figuur:

—cq?ﬁ?ftc.
fig.1 Deze wordt begrensd door

de belde toegevoegde
hyperbolen
2
¥ 7 =xy-6y =c
' 57 =xy-ey2=-c
met asymptoten % =y=0, g=x-ey=o. o



Deze figuur is niet convex.

Breng nu echter een raaklijnen parallelogram aan en pas daarop de
stelling van Minkowski toe. Daartoe moet de oppervlakte van het pa-
rallelogram berekend worden. Dit doet men het beste door transforma-
tie (1) op een nieuw rechthoekig assenstelsel met f en » -assen,

De hyperbolen worden nu
toegevoegde orthogonale
hyperbolen. De oppervlakte
van het (raaklijnen) pa-
rallelogram verandert niet
omdat de determinant in (1)
gelijk aan 1 1s.

raaklijn in P(zo,‘?o) aan
?"?:C?
j-qo+ 507 = 2C;

deze snijdt de assen in
2¢

% 5% =0 en ; =0,

% oppervlak = =

oppervlalk = 8c.

Kies nu c= % + &, dan 1s het oppervlak > 4 en het parallelogram bevat
minstens één roosterpunt dat van de ocorsprong verschilt.
M.a.w,: er is een oplossing in gehele x en y, niet beide nul, zodat

(2) )y(x—@y)]é % .

Het kan hierin best gebeuren dat y=0 is (roosterpunt op X-as). We
hebben echter nog vrijheld om het parallelogram te kiezen. We kunnen
b.v. in figuur 1 de punten Q@ en Q' kiezen op een afstand <1 van de
oorsprong, zodat het parallelogram langgerekt wordt. In dit geval
ligt er geen roosterpunt meer op de X-as, terwijl toch aan (2) vol-
daan is. Dan is y#0 en uit (2) volgt '

X 1
(3) O(i@*y}(—zty—z.

Men ziet zo zelfs in dat op deze wijze cwvele oplossingen in gehele
x,y van (3) gevonden kunnen worden,
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2. Een bewijsmethode van Kusmin,

Laat a,, %, gy e een oneindige rij van re&le getallen zijn. In
de getallenleer is het vaak van zeer groot belang om de absolute
waarde van sommen van de vorm

2miuv
e

¥ ="
naar boven te begrenzen, Een bekend kriterium van Weyl zegt b.v.
dat indien f(x) een re&le functie is, de getallen £(1),f(2),£(3),...
modulo 1 gelijk verdeeld zijn dan en alleen dan als

1im 2 5~ L27min £(¥) _
n
N =~ 00 W ="

is voor elk geheel getal h#0 (zie b.v. Koksma, Diophantische Appro-
ximationen, pag.91, Satz 6).

o]

Van fundamenteel belang voor het onderzoek van dergelijke som-
men is daarblj de volgende stelling van Van der Corput en Landau:
Laat % % K58 oL ¢ re€le getallen zijn met

(waarbij O<174%-is).

Dan is 2niap

v

& cotg TE .

nu—-
e

pe
(7ie Koksma p.115 (Satz 21).)

Triviaal is de bovengrens n, maar het hier genocemde resultaat
hangt niet van n af.

m 2nie,
We geven nu een meetkundig bewijs (n»>2). Stel SO=O, S = Ez:e
(m=1,2,3,...). We beelden de getallen Sm in het complexe”il vlak
af (zie fig.3) en krijgen na verbinding van twee opeenvolgende pun-
ten een polygoontrek met ziljden ter lengte 1. De v-de zijde maakt
een hoek 2w, met de reé€le as, De hoek tussen twee opeenvolgende

zijden is f, =2w ( *,, ).

&y Uit het gegeven volgt

2xV s Pisfyt e p ss2w (1-7)
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Beschouw nu fig.4, M,

fig. b

z1j het middelpunt van de cirkel door de pun=-

ten S, 423, en S, 41 (v =1,2,...,n-1). Uit M, laten we de loodlijn
MY EV neer op de zijde by_qsy
Uit de figuur zien we dan:
- _ j - M - 21 1
M E, MVE%M = 5 cotg ~2-/5 y y_,! M S, = Mysy+1 = 5 cosec =B, .
Dus is
_ - _ . _ 1 1 ~ 1
MVM)'M = ME MyMEvM 2 (cotg 7R, - cotg ?’gy-m)
(v =1,2,...,n=-1).
| s, | = SpSp € S My + MM, + MoMy ook M ML 0o+ M LS
= & cosec . + 1( otg 1 s —cotg 4 B8-) 1(cotg -cotg = @A)+
Fl 3 At pleots z p-CotE 5 B,)4s 7 B2 7 ELARER
1 1 1 1 1
ce ot é—(cotg’ 5B _o-cotg Epn_1)+ 5 cosec 5@/
S L 2ot 1 cotg 1 + cosec 4
--é-{cosec —;-3-(3,]+c,0g-§;31- otg 5#,_4 c ?pn-—’l}'
i _ _Jd+cos ¢ _cos e . 1
Nu is cosec ¢ + cotg ¢ = =15 e oin Lo = cotg 59
_ 1-cos ) _ 1
cosec ¢ - cotg ¢ = “EEET];‘ = tg 5 ¢

l

l Sn}‘ %{cotg T:' Ptte %Pn—’l?’g 2

Van der Corput en Landau hebben veelvuld

stelling. De eerste bewees daarmee de Z.8.

Koksma,

{ cotg J%%Z + tg

Y

2

(ﬂ—'ﬂ)} = cotg E%Z .

ig gebruik gemaakt van deze
"blauwe stelling" (zie

Satz 20, p.114) die hij en zljn leerlingen op tal van problemen
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toepasten: algemene roosterpuntproblemen, cirkelprobleem, deler-
probleem, onderzoek van de §'—functie in de kritieke strook.
Landau paste de stelling o.a. toe op het probleem van Waring:
Laat k een gegeven natuurlijk getal zijn » 3. Dan bestaat er een
van k afhankelijk getal r, zodat elk matuurlijk getal n te schrij-

d

ven is als een som van hoogstens r & ¢ machten.(Zie Landau, Vorle-

sungen ilber Zahlentheorie: 6e deel, 5e Hfdst.g§ 1 $t.352.)

3. Een analoge stelling.

Zijn>1; a,» a ¥ a_20;
[ 1 o7 n
O‘C?}SA V<E (V:‘/]JQ)--'JH—/I)

Agcxpao (v=1,2,..,n-2), ABmV » 0 (¥=1,2,..,n-3).
Dan volgt:

ii eria, < a, cosec ™V
aV e 1

Bewijs: voor het speciale geval a_ =a =..=an=1.

1772
KO z1ij de cirkel door SO,S,l en 82
met middelpunt Mo en straal RO

KV z1lj de cirkel rakend in S,J aan
K A en gaande door S

¥+
(v=1,2,...,n=-1).

We zullen nu bewljzen dat elke vol-
gende cirkel binnen de vorige ligt,
zodat Sn binnen KO ligt.

Zi] My het middelpunt van Ky
(.V::O_,’l,gj,,,)

A,= &M S S, (¥»=1,2,..,n-1).

Voldoende 1is te bewijzen dat

(1)A ¢ (v=1,2,...,n-2)

v-1

want wegens S _1SV QVSv+1 =1 volgt

-1 V'
(1) bewiJzen we met behulp van volle-

dige inductie, gebruikmakend van de

hierult M SyﬁM

evidente betrekking

(3)7\ At A TR A, =% (v=1,2,..,0-1).
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We vinden uit (3) voor v=1 en v=2

2x1+2mam1 = 7\O+ ’A/l+2'rczsm1 = T
A FALF2TC A o = T
Dus door aftrekking
Ao =N +2‘TEA20L,] = 0
7\2 -'?\,lso.

(1) is dus bewezen voor V=1 en v=2, 21 nu 3 ¢ v¢n-2 en neem aan

dat (1) voor kleinere waarden al bewezen is; dus AR, o€ 0.

-3

We hebben successievelijk

?\V—B +7\y_2 + 27\::50(?_2 =7
-2?\v_2—27\v_,]-47c./.\0lw_,] = =27
Ap_ +?\V+ 27\:A(xy=7c.
Dus door optelling
3 - 0
7‘1/-3 -7\)}_2 —'Ap_,l +7\V+ 27 A °‘,,_2 = 03
wegens ABOLV_E; 0O geldt dus
-Avow + A7\v—’l ¢ O,
Wegens de inductie aanname
A')\v—’l VAN 7\V_3$ 0,

waarmee (1) bewezen is.

S, ligt dus binnen de cirkel K_; dus [snlé °R , terwijl

1 o
RO cos Ay = 5 Er volgt

I

g
{Snls sec. A seo—é-(:'c-Q"mAO(,])

o}

q € cosec =V .

= cosec WA &
Literatuur: J. Popken, Ueber eine trigonometrische Summe,

Proceedings Kon.Akad.v. Wetensch.35 (1932),
668-680,
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4. Meetkundige representatie van machtreeksen.

Laat gegeven zijn een machtreeks
@ a
n
E_; 'ﬁlr]“ W,
n= :
waarbij de coé€fficiénten a, alle re€el zijn en w een willekeurig
maar vast gekozen complex getal is met argument v w? heeft dan
argument ny . We tekenen nu in het complexe vlak de punten SO=O,
_ _ _ n--1
81~ao, 82 = a4t aﬂw,...,Sn_ao+...+an_1wk‘ R
(n=")7
opeenvolgende punten door rechte 1lijnstukken,

... en we verbinden de

Z1ijn in het bijzonder alle coéfficiénten a, positief dan ont-
staat zo een polygoontrek, waarvan de zijden opvolgend de lengten
855845805 .. hebben en waarbij de ingeslotcn hoeken alle gelijk zijn
aan ¥ . Men kan dan van een "isogoon'" spreken.

L.M. de Haan heeft zich in zijn dissertatie nu afgevraagd welke

meetkundige eilgenschappen zulke polygoonggek%en hebben, in het bij-
W

zonder voor bekende machtreeksen zoals o

N=
Hij gaat daarbij ult van een vaste hoek yw . Laat G en T twee

vlakke krommen zijn met de volgende eigenschap: T snijdt een wille-
keurige raaklijn aan G onder de hoek y . In dat geval heet T een
y -gonale trajectorie van het raakli'nenstelsel van G, kortweg:

¥ -gonale trajectorie van G. G heet de w -gonale genetrix van T.

Dit is blijkbaar een generalisatie van het bekende geval w=

olg

In dit geval heet T een orthogonale trajectorie van G, ofwel een
evolvente van G en G heet de evolute. Onder omstandigheden mag G

ontaarden in één enkel punt. In dit geval maakt T een vaste hoek v
T

met de stralen door het punt G. In het geval w = 5 is T blijkbaar
een cirkel; in het algemene geval y-% %'wordt T een logarithmische
spiraal.

De Haan heeft de theorie die hierbij behoort op elegante wijze
ultgewerkt. Hij maakt daarbij op systematische wijze gebruik van twee
hulpmiddelen: a) de representatie van punten in het platte vlak door
complexe getallen, b) van de symbolische machten analoog aan die
welke optreden in de theorie der getallen van Bernoulli. Aan de hand
van enkele voorbeelden zullen we dit uitleggen.

ZiJ w, een vast complex getal met arg W=V A zij een vast
positief getal, terwijl t een parameter is die van -0 tot +wvarieert.

De complexe punten

(1) z =A e °
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doorlopen dan cen georienteerde kromme in het complexe vlak. In het
punt t krijgen we dan de raaklijn aan de kromme door het rechterlid
van (1) naar t te differentieren. Er ontstaat

w_t
(2) z! = A w e ©
en de richting van de raaklijn valt samen met die van de vector z'.

De hoek die beide vectoren z en z!' uit (1) en (2) met elkaar

maken is blijkbaar

mgz'—am;z:am—?=wwgwo=wy

Dit is dus de hoek die de kromme (1) maakt met stralen door de oor-
sprong; m.a.w. de kromme (1) is een w -gonalc trajectorie van de
oorsprong, dus een logarithmische spiraal.

Is ¥= §7dan is Wy zuiver imaginair, en dus is dan ]Ae O l = A, zodat
in dit geval (1) een cirkel voorstelt met straal A,

De Haan bewijst nu de volgende fundamentele stelling (p.47):

Zij pegeven een willekeurige oo rij van re€le getallen

ao> 85855003 zi] w, een vast complex getal met arg W= ¥ .
Z1ij t een re€le parameter die van -oo tot +oco varieert.
Beschouw de functie

Wt n-1 y w'”
(3)  zp(e) =% 2 (a-t) ¢
¥ =0 °

waarbilj (a—t)y een symbolische macht is; d.w.z. men werke

deze uit met behulp van het binomium van Newton en men ver-
0 2

vange dan a  door a,, a' door a,, @ door 8, enz.; dus

(a-8) = 3 (2) a, (~6) A

Bewering: De vergelijking z=zn(t) (n=1,2,3,...) stelt dan

een reeks krommen Tn voor, waarbij de cerste een logarith-

mische spiraal (of cirkel) om de oorsprong 1s en waarbi]

verder T~ een p -gonale trajectorie van T _, 1is.

In het speciale geval ¥ = krlggcn we voor Tl een cirkel en

verder een recks van succe551eve evolventen, oo a

Deze stelling kan gebruikt worden om een machtreeks E:

meetkundig te representerep en als voorbeeld nemen we de n=0
W
exponentifel reeks £,
nep D
In dit speciale geval zijn alle coé&fficiénten ao=a1=a2=1, zodat de

symbolische macht (a—t)y nu de gewone macht (1—t)y is. De functie
z (t) uit (3) is in dit geval

|

n

W
o

]



wot n-1 y W
z(t) =e® 2 (1-t) =,
v =0 ¥

¥
W

_ o
dus zn(1) = e " en %i? k
Z(O)’-: —_——F .
n Naer BT
De isogoon met opvolgende hoekpunten zq(O):ﬂ, 22(0)=1+WO, 23(0),-~
geef't de gezochte representatie (fig.7.).
Beschouw nu de krommen Tn

z = zn(t) met O« t ¢ 1.

Deze hebben, blijkens het voorgaande, hun beginpunt zn(O) in een
hoekpunt van de isogoon. Verder hebben ze cen gemeenschappelijk eind-
punt zn(1)=ewo, dat op de logarithmische spiraal ligt. In fig.7 is
deze situatie neergelegd:

Tm =z

/1}
i'
\ o
e
//
// 0
/ \ //21(0)54 Re z
|

2,000

;-,2(0) PR Wo

fig .7

"o

Tq is een logarithmische spiraal, gaande door de pu@ten T ene 7,
T, 1is de w -gonale trajectorie van T, gaande door e © en 22(0),
T3 de W -gonale trajectorie van Tg, enz.

Dit kan aanleiding geven tot een "constructie" van de isogoon,
uitgaande van de stralenbundel door O.

Een bijzonder eenvoudige figuur krijgt men voor Wy zuiver ima-
ginair: WO=1170,V’= gf, dus voor de machtr;eks ; }
1 1 19 CA

(@] o o - - _
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'I‘,I wordt nu de eenheidscirkel, T, een cirkel-evolvente gaande door
1Y .

e en 1+1'ﬂo, T3 een evolvente van Tg, enz. Blijkbaar gaat de iso-

goon over in een orthogoon. Zie fig.S.

Im 2

z(0) Z, (0}

Gemakkelljk vindt men door projectie op de assen hieruit de represen-
taties van de cosinus en sinusfunctie.

Literatuur: L.M. de Haan, Over de meetkundige voorstelling van macht-
reeksen, Dissertatie Utrecht 1953,




